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Abstrakt

ZABUDLY, Pavel: KotWanie rovinnych a priestorovych krivigliplomovéa praca).
Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matekyefyziky a informatiky. Katedra
algebry, geometrie a didaktickej matematiky. Vedamc. RNDr. MiloS Bozek, CSc.
Stupaén odbornej kvalifikacie: Bakalar v odbore Matematikatudijny program:

Patitatova grafika a geometria. Bratislava: FMFI UK, 20%8s.

Praca sa zaobera ko#inim dvoch regularnych kriviek zadanych paramejrick
z ktorych je jedna fixna a druha sa po nej KattHlavny cié prace je preskuntigakyto
pohyb v rovine arozsitiho do priestoru. V oboch dimenziach analytickyadyjme

kotUlanie pomocou matic a softvérovou aplikaciou dawblpmatiku vizualizujeme.

KIGU¢ové slova regularne krivky, parametrické vyjadrenie krivigkrenetov trojhran,

pohyb, zhodna zosuladené parametrizacie



Abstract

ZABUDLY, Pavel: Rolling of planar and space curvegMaster thesis).
Comenius university in Bratislava. Faculty of matia¢ics, physics and informatics.
Department of algebra, geometry and didactic ma#iiesn Advisor: doc. RNDr.
MiloS Bozek, CSc. Qualification degree: Bachelomdithematics, Study programme:

Computer graphics and geometry. Bratislava: FMF| B&11. 58s.

This work deals with rolling of two regular curvepecified parametrically, one being
fixed and the other rolls on the first. The mainegkive of this work is to explore this
motion in plane and extend it into space. In bathehsions analytically we express

rolling by matrixes and with software applicatioe wisualize the issue.

Key words: regular curves, curves specified parametricdihgnet’s triangle, motion,

identity, harmonize parameterization



Predhovor

Predkladand diplomova praca preskuma kaie jednej regularnej krivky
po druhej, z nich je prvéa fixna a druhd sa Katpo nej. Tymto pohybom vznika novy
typ kriviek. Predstavuje iny pristup, nez aky saaiya v literatire skimajucej kdt
nie v rovine doteraz. Narozdiel od Routtera [Abibsona [4] nevyjadrujeme pohyb
ako zloZenie posunutia a ¢mia, ale pomocou zhodnosti pre kazdy moment. Takto
definované kotlanie moznd’ahko rozSiti do priestoru. Praca skiima podmienky, ktoré
musia krivky sfiiaf, aby sa mohli po sebe kdé#fi tymto spésobom a informuje
o pohybe Vubovd’nej dimenzii. Ukazuje konkrétne typy kd&inia v dvojrozmernom
a trojrozmernom priestore. V zavere prace sa naehagkratky opis softverovej apli-
kacie, ktora poskytuje obrazky kriviek vzniknutykbtiranim jednej krivky po druhe;.
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Uvod

Koturanie jednej krivky po druhej krivke je obtag geometrii, ktorou sa mate-
matici zaoberaju dlhodobo. Prvé poznatky siahajdaiias antického Grécka. Napriek
zaujimavosti tejto problematiky celd dostupnd datemapisana literatira sa zaobera
vylu¢ne kotdanim dvoch kriviek v rovine, tzv. ruletami. Ide peg€ialnu triedu kriviek,
vzniknutych tymto pohybom, ktoré su jednozma vyjadrené analyticky. PresnejSie
pod ruletou rozumieme drahu pohybu bodu spojengbmhgblivou krivkou, ktora sa
bez prekzavania kotiia po druhej krivke. Najznamejsie typy st cykloigyi, ktorych sa
kotila kruznica po priamke, atrochoidy, kde sa RatlkruZnica po kruznici.

V literatlre a na internetovych strankach, zaolderaji sa uvedenou tematikou, sa do-
pracujeme k mnohym obrazkom a animaciam tychtaekivDoterajSia tedria nanéss-

tie nezachyti aj priestorové moznosti pohybu jedmieky po druhej.

Pristup v tejto praci je rozdielny oproti beZznetdpsej literatire. Rozdiel spo-
¢iva v tom, Ze vyuziva vlastnosti pohybtiubovd’nej dimenzii a moznosti jednozfia
ne priradi’ jednotkové vektory k bodu krivky. S vyuzitim zhadti sa stotaiuju jed-
notkoveé vektory fixnej a kotianej krivky. Takto definované kdtanie je viac vSeobec-
né, preto ho mozno roz&irdo trojrozmernej dimenzie. NavySe v oboch dimerizisa

darahko zapisapomocou matic.

Praca je rozdelena na Styri kapitoly. V prvej salmame zakladnymi pojmami
z tedrie kriviek a geometrickych zobrazeni, ktorédéme najviac pouZziva VSet-
ky uvedené pojmy su potrebné na pochopenie a spam danej problematiky.
V druhej kapitole sa podrobne pozrieme na Raie v rovine. Povieme si, ako definu-
jeme pohyb a zosuladené parametrizacie kriviekyu&itim zhodnosti analyticky vy-
jadrime kotlianie jednej krivky po druhej v rovine pomocou makidvky vzniknuté
tymto pohybom, ale aj prinesieme kréatky giadh kotania v rovine pokh Ruttera [7]
a Gibsona [4]. Tretia kapitola rozSiruje doteragkahé vedomosti o kdtani v rovine
na kot0ranie v priestore. Jej &as’ou je aj analytické vyjadrenie kdtnia v priestore,
spolu s analytickym vyjadrenim kriviek vzniknutytjmto pohybom. V poslednej Stvr-
tej kapitole opiSeme prostredie a funkcie aplik&li€iacej na vizualizaciu. Program

sluzi na zobrazenie vysledkov Studie danej probtiéya
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1 Zakladné pojmy

V tejto casti citatelovi priblizime zakladné pojmy z oblasti tedrie kek
a geometrickych transformacii. Definicie su v rGZiteratire rovnaké, pouzivame ter-
minoldgiu z [1, 2, 3, 8, 11], podrobné dbkazy vysloych viet z tedrie kriviek mozno
n4js’ v [1, 3] a z geometrickych zobrazeni v [2].

1.1 Teoria kriviek

Krivkou budeme rozumietrajektoriu, ktord opiSe pohybujuci sa bod. Krivky
modzZzeme rozddli na rovinné (vSetky body lezia v jednej rovine) paiestorové
(ak neexistuje rovina, ktora obsahuje v3etky bodykl). DalSie mozné delenie je
naempirické (krivka zadand bez matematickej definicie, naprn lgrafom)

amatematicképozname ich matematické vyjadrenie) [11].

V potitacovej grafike a geometrii sa krivky v rovine a vesiore najastejSie
zadavajuparametricky prostrednictvombodovej funkcie jednejcicelnej) premennej
Je to funkcia, ktora kazdému realnetisiu z nejakého intervaltiselnej osi prirduje
bod v rovine resp. v priestore. Pod pojmom krivkddme teda rozuntieobrazenie

P:l - E% resp. P:l - E}, (1.1)
kdel je interval natiselnej 0sR = (—o, +c0).
Klasicky zapis bodovej funkcie jednej premenne]l)]e

P =P(t), tOl. (1.2)
Hodnotu premennejv tejto savislosti nazyvam@arametronmboduP(t).
V suradniciach vyzera bodova funkcia jednej prenegtakto:

P(t) = (x(t), y(t)), tOl, pre krivku v rovine,
resp.

P(t) = (x(t), y(t), z(t)), tOl, pre krivku v priestore.
Ked’ to zhrnieme, krivka je mnoZzina bodov spolu s pajgmetrickym vyjadrenim [1].
Definicia 1.1: Mame krivku Py(t) zadanu parametricky. Ned(t;) je bod krivky
pret;[l aPi(t2) je bod krivky pre,[ll. Pre hodnoty; at, plati t; <t,. Krivka je orien-
tovana suhlasne parametrizaciou, ak plati, Bg(t;) je pred bodonP,(t;). Ak je bod
P1(t2) pred bodonP,(t;), tak krivka jeorientovana nesuhlasreparametrizaciou. Kriv-

ka P,(t) s jednym z tychto usporiadani sa nazgviantovanakrivka [8].

11



Zakladné pojmy

Priklady kriviek zadanych parametricky:

Priklad 1.2: Priamka P(t) = (a1 + ust, ax + Ust, ag + ugt), tOR
Priklad 1.3: Kruznica P(t) = (rcodg, rsint), t(K0, 2m, r >0,

Stred kruZnice je v gigatku sdradnicovej sustavyrge hodnota polomeru.
Priklad 1.4: Skrutkovicapriestorova krivka):

P(t) = (acod, asint, bt), t[(—co, +), a>0,b# 0.

V nasledujucom odseku pouzivame definicie a vedylade s [1].
Derivaciabodovej funkcieP(t) = (x(t), y(t), z(t)) v momentd,ll je vektor
P'(to) = (X (to), Y'(to), Z (to))-

Od bodovej funkcieP(t) = (x(t), y(t), z(t)), tOl, ktord parametricky duje krivku, sa
spravidla vyzaduje

» hladkos: existuju derivacie vSetkych radov (t.j. suradmiedunkcie x(t), y(t)

az(t) maju derivacie vSetkych radov, teda su hladkeé)

* regularnog: P'(t) # 0 pre vSetkyt.
Parametrizaciu krivkyP(t), tOl mobzZeme zmetii zavedenim novej premennejl],
kdeJ je nejaky interval, prostrednictvom substititie ¢(u). Nova parametrizacia
krivky je

Q(u) = P(¢(u)), ullJ.

VyZadujeme, aby uvedend substitlcia, teda funkcih— R, bola

* hladka(¢ize existuju derivacie vSetkych raday; ¢", ¢"', ...),

» regularna(Cize ¢'(u) # 0 pre vSetky),

* surjektivna(¢ize intervall zobrazujenaintervall).
Pod singularnym bodom krivkgozumieme bod s vlastntmsu P'(t) = 0. Bod, ktory ne-
spia tato vlastnodnazvemeegularnym(cize bod, pre ktory pla®'(t) # 0).
Dotycnica krivky v regularnom bod®(to) je priamka uwena bodonP(ty) a vektorom
P'(to). VektorP'(tg) sa nazyvalotykovy vektokrivky.
Pod normalou krivkyv regularnom bode rozumieme kazdu priamku, prexdgadu
bodom krivky kolmo na dotynicu v regularnom bode. V rovine ma kazda krivka
v kazdom regularnom bode prave jednu normalu, espoie ich ma nekotee véa.

Tieto vyfiiaju tzv.normalovud rovinu krivky

12



Zakladné pojmy

Ak su vektoryP'(t) aP''(t) linearne nezavislé, tak b&{t) rovinnej¢i priestorovej kriv-
ky nazvemeneinflexny Ak su linearne zavislé, tak bdtit) je inflexnymbodom danej
krivky.

Oskula’na rovinapriestorovej krivky v neinflexnom bodg(t) je rovina uéena bodom
P(t) a vektormiP'(t) aP"(t).

Hlavna normalge normala priestorovej krivky leziaca v oskiraj rovine.
Binormalaje normala priestorovej krivky ktora je na oskua rovinu kolma.
Jednotkové vektoryt, n a b, ktoré leZia postupne na dohyci, hlavnej norméle
a binormale vznikaju ortonormalig&aym procesom z vektord¥, P" aP’' x P":
P’ _(P'IP)YP"=(P'[P")P’ _P'xP"

T R = O v =0 =T R =T

(1.3)

Nazyvaju savektor dotynice vektor hlavnej normalgvektor binormaly
Alternativny sp6sob vypiu pre vekton je:

n=bxt. (1.4)
Ortonormalne vektory, n, b, ktoré je mozné jednoztie priradi’ ku kazdému bodu
krivky P(to) pretll, tvoriaFrenetov trojhrarresp.Frenetov repékrivky.
Pre krivky vrovine majua zmysel iba prvé dva zo nmy (1.3). Podobne
ako v priestore, aj tu je k dispozicii vyftova alternativa pre vektor.

t=P/|P'|, n=sgndetf’, P") (Ot) (1.5)
Parametrizacia krivkyP(t), t0l sa nazyvegrirodzena parametrizdcia krivkglebopa-
rametrizacia krivky oblikopak pre kazdy podintervéh, by 01 sa dzka tseku krivky
PKa, by rovna dzke b — a zodpovedajlcefasti defininého oboru parametrizécie

(obr. 4.2), t.jl1(P[a, b)) =b—a pre vSetky intervalya, by [11.
Veta 1.5:Pre dzkul(P) krivky P(t), tC(a, b) plati
b
I(P) = [|P'(t)]dit.
Veta 1.6: Parametrizacia krivkip(t) je prirodzenou parametrizaciou prave vtedy ke
|P'(t)) =1 pre vSetky.
Veta 1.7: NechP(t), tOl je regularna parametrizacia krivky a neghl a (IR suTlu-
bova’né cisla. Potom existuje taka substitudia ¢(s), sl1J, ze so[1J, ¢(S) =t a

Q(s) =P(¢(9)) je prirodzena parametrizacia danej krivky, ktlrévku orientuje rovna-

ko ako poévodnéa parametrizacia (&j(s) > 0 pre vSetkyg).

13



Zakladné pojmy

Veta 1.8:V blizkosti neinflexného bodu leZi rovinna krivikgolrovine utenej doty-

nicou a vektorom normaly.

Rovnako mdZeme uvazaveo rozloZzeni krivky vzhadom na neinflexny bod

Vv priestore.
Veta 1.9:V blizkosti neinflexného bodu lezi priestorova kaw polpriestore genom
rektifikacnou rovinou a vektorom hlavnej normaly.
Dobkaz Ku regularnej krivke existuje pdd vety 1.7 existuje taka substiticia, Ze krivka
je zadana prirodzenou parametrizaciou. SkimajmelhjadeP(0). Rektifikatna rovina
vinom ma rovnicu n(0)JX — RO)] =0, polpriestor ureny rektifikanou rovinou,
v ktorej lezi dotygnica, avektor hlavnej normaly je vyjadreny nercoui
n(0)IX — RO)] = 0. Uvazujme nad funkciu funkcidys) = n(0)[P(s) — P(0)], pre ktoru
zrejme plati

h(0) = n(0)[IP(0) —P(0)] =0,

h'(0) =n(0)P'(0) =n(0)H(0) =0,

h'(0) =n(0)®"(0) =n(O)@P"(O)In(0)] = [P*(O)IIn(0)B(0)] = [P"(0)| > O.
Funkciah(s) méa teda v bode 0 ostré lokalne minimum rovné@oppres nenulove, ale
blizke nule je kladna. Teda preblizke kO vyhovuju bodyP(s) nerovnici
n(0)JX — P(0)] = O, preto lezia v polpriestore, ktory jecany rektifika¢nou rovinou

a vektorom hlavnej normaly v bo@0).

Dalej pokr&ujeme podla [1]. Krivky Pi(t) a Po(t) maju v spolénom bode
P1(t1) = Po(t) styk radu (asp®) k prave vtedy, ké po pripadnej zmene orientacie jed-
nej krivky a po prechode k prirodzenym parametiia@dQ;(s) a Q.(s) (pod’a vety 1.7
preso= 0) plati
Q,"(0) =Q."(0) pre vietky =0, 1, ... k. (1.6)
Veta 1.10: (Beta podmienky styku rad) Rrivky Pi(t) a Po(t) maja v spolénom bode
P1(t1) = Pa(t2) styk rddu2 prave vtedy, ké existuju tak&islaB; af3,, pricomp; # 0, Ze
P2'(t2) =B1P1'(tw), (1.7a)
P2"(t2) = Ba® Py"(t2) + B2 Py (ta). (1.7b)
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1.2 Geometrické zobrazenia

V tejto ¢asti si priblizZime vSeobecnu te6riu geometrickyohrazeni poth [2].

Neskoér budeme pouzitvéch konkrétne podoby.

Definicia 1.11: Zobrazenief: A - A’ medzi afinnymi priestormi sa nazyainné
ak pre vSetky bodg, BOJA a pre vSetkyislatlR plati
f(A+t(B - A) =f(A) + t[f(B) - f(A)] (1.8)

Ak A = A’ a afinné zobrazenié je bijektivhe, hovorime afinnej transformacii
resp. aafinite v priestoreA.

Veta 1.12:Afinné zobrazenie

a) zobrazuje priamku do priamky alebo do jednéhtubo

b) zachovava deliaci pomer troch kolinearnych bodbvpriamku, na ktorej body leZia,
zobrazi do priamky,

c) zobrazuje uséku do Uséky alebo do jedného bodu,

d) zobrazuje polpriamku do polpriamky alebo do gumbodu,

e) zobrazuje podpriestor do podpriestoru,

f) zobrazuje konvexnu mnozinu do konvexnej mnoziny.

V afinnych priestoroctA” a A™ st dané afinné slstavy stradnic a konStapty
i=1,..m j=0,1,.n Zobrazenid: A" . A", ktoré boduX = (X,..., X\) priestoruA"
prirad’uje taky bodY = (ys,..., ym) ZA™, Ze

V1= ke + AiXe + ..+ a0 |
% (1.9)
Ym= 8mXt + ampXe + ... + Amkn + @np
je afinné. Tieto vgahy sa nazyvajtovnice afinného zobrazenia f
Maticovy zapis afinného zobrazenia. Pracujeme tcarai

X=X ... %), Y= .. Ym) , F=(@),i=1,..mj=1,..n,Fo=(aw ... an) .

Vtedy je sustava rovnosti (1.8) ekvivalentna s co&tbu rovnosgou

Y =FX + Fo (1.10)
Ak pouzijeme matice rozSirenych suradnic
O T g T ~ F I:O
X=X ... % 1), Y =(y1...¥ym1), F = 0 1 (1.11)

tak rovnice afinného zobrazenia (1.9) resp. rovr(@sl0) sa daju vyjadtieSte jedno-

duchsie:
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Y"=Fx" (1.12)
Hovorime, Z&~" je matica afinného zobrazen@aného rovnicami (1.9).
Definicia 1.13:Zobrazenie/(f): V(A) - V(A"), ktoré vektorw = B — A prirad’uje vek-
tor

V(f(u) = V(H)(B - A) =1(B) - f(A)
sa nazyvarektorova(niekedyhomogénnpzlozka afinného zobrazenia f
Definicia 1.14: Zhodnostné zobrazenje afinné zobrazenie euklidovskych priestorov
f.E" » E™ také Ze pre vSetk&, BOE" plati

[f(A) f(B)| = |AB|

Zhodnog je bijektivne zhodnostné zobrazefie - E".
Veta 1.15:Vektorova zlozka afinného zobrazenia je lineamierazenie.
Veta 1.16:Pre zhodnostné zobrazenmia pre vSetky vektory, v plati
a) ()l = Jul
b) f(u)E(v) = ulv
Désledok: a) Zhodnostné zobrazenie zachovava kotir{dsoch vektorov, dvoch vek-
torovych podpriestorov, dvoch bodovych podpriesthro
b) Zhodnostné zobrazenie zachovava uhly (dvochovekt dvoch priamok, dvoch nad-
rovin a uhol priamky s nadrovinou).
c) Zhodnostné zobrazenie zachovava vzdialenogémigodov, ale aj podpriestorov.
Veta 1.17: Mame afinné zobrazenie E" -~ E™ s maticovou rovnicow = FX + Fy
vzhladom na kartezidnske suUstavy sturadni€™a v E™. Zobrazenigf je zhodnostné
zobrazenie prave vtedy, ke [F = 1,,.
Désledok: Vektorové zloZzky zhodnosti su reprezentované oriatnymi maticami.
Poznamka 1.18:Stvorcova matica je ortogonalna ak maticeA'A a AR su jednot-
kové, teda ké At =AT.

Na zaklade predchadzajuceho textu [1, 2] mbézemaeicev(1.9) chapaako
transformaciu aktualnej sustavy suradnic do na¥sjasy suradnic. Potom votiahoch
(1.10) a (1.12) maticE, Fo resp.F” reprezentuju prechod od aktuélnej ststavy stradnic
k novej sustave suradnic. Prvky mati€est suradnice bodov viddom na novu susta-

vu suradnic, prvky maticé su stradnice bodov vBddom na star( sustavu suradnic.

Afinny repér v afinnom priestord" je usporiadanangl)-tica @y, ..., a,, P),

kdeay, ...,a, je baza vektorovej zlozky afinného priestakli aP je jeho bod. Ak je
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priestor euklidovsky a baza, ..., a, je ortonormalna, takn¢-1)-tica @y, ..., a, P) je
karteziansky repér. Afinny resp. kartezidnsky repguje afinnd resp. karteziansku

sustavu suUradnic.

Kazdému repéru af, ...,a,, P) mobézZzeme priradi regularnu maticu
F(ay, ...,an, P) typu (+1, n+l), v ktorej sipcoch s rozsirené siradnice vektorov
a, ...,a, a boduP.
Priklad 1.19: Pracujme v euklidovskej rovine. Zvolime siZamaticu typuF (t, n, P),
kde vektoryt, n su vektory zo wahov (1.3) & je bod roviny. Tato matica potom

vo vztahu (1.12) reprezentuje zhodrip&tora transformuje repér aktualnej kartezian-

skej sustavy suradnic do kartezianskej sustavydeirautenych repéromt(n, P).
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2 Kotu Panie kriviek v rovine

V tejto kapitole priblizimegitate’ovi kotd'anie jednej krivky po druhej v rovine.
Povieme si, ako vyjadrime pohyb v rovine, podmierktgré dve krivky musia $pat’,
aby sme ich mohli po sebe kd#i a ukdZzeme niek&o prikladov. NajdblezitejSie
pojmy, pohyb a zosuladené parametrizacie, vyuzivajme trojrozmernom priestore,

preto ich definujeme pre priestdiybovd’nej dimenzie.

2.1 Pohyb v euklidovskom priestore

Definicia 2.1: Pohyb v mrozmernom euklidovskom priestord' Eje zobrazenie

®:E"x| - E", kde |je interval ¢iselnej osi. Pre kazdé(l vznikd zobrazenie

d: E" - E", X - ©(X, t), kde premenntinterpretujeme akoas. Predpokladame, Ze:

1. Zobrazenig&b je hladké, teda Ze existuju derivacie vSetkyclovad vSetky tieto
derivacie su spoijité.

2.  Zobrazeniab, je zhodnos pre kazdé[l v E".

Ide teda o hladky jednoparametricky systém zhodnkistry reprezentujeme rovnicami
X, = X8, (1) + X a0, (1) +... + Xy, (1) +ag(t) )
' (2.1)
X, = xa,(t)+x,a,(t)+...+x a_(t)+a,(t) )
kde funkciea;(t), i = 0,1,..n, j = 0,1,...n, su funkcie jednej premennej, vietky defino-
vaneé a hladké na intervale

Rovnice pohybu maju v rovine maticovy tvare

X' = F()X + Fo(t), (2.2)
kde
a,(t) ... a,(t) ay, (t)
Ft)=| : a Fo(t) = :
a,(t) ... a,() a, (t)

MaticaF(t) je ortogonalna.
Tento systém ma v rozSirenych kartezianskych sitiadh tvar
X"T=FX" (2.3)
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KotW'anie kriviek v rovine

po rozpisani

!

Xy a,(t) ... a,(t) ay) Xy
T an® o an® an®|]x |
1 0 0 1 1

Pren = 2 maju matice vo Yahu (2.2) tvar
ay (t) aiz(t)J (aoX (t)J
F(t) = : Fo(t) = :
O (an(t) 2a(t) O a0
a v rozSirenych kartezianskych suradniciach
a,(t) a,t) a,)) (x

v
Y=l an(t) ayt) a, ) |Qy].
1 0 0 1 1

Specialne pre rovinu mézeme rovnice pohybu z#gisetiadnej$ie pomocou gonio-
metrickych funkcii

X' = XCOSA(t) - ySin@(t) + ay, (1) ,

y' = Xxcosp(t) + ysing(t) +ay, (t),

kde funkciap(t) je orientovany uhol rotaej zlozky zhodnostb.

2.2 Zosuladené parametrizacie dvoch kriviek

Méame dve krivkyPy(t), Py(t), tOl. Chceme, aby pri kofani jednej krivky
po druhej, parametetll preSiel rovnaku vzdialentsa oboch krivkach. Inymi slovami
potrebujeme zabez{i€, aby dZka obltkov pre kazdy podintervé@,b) O | bola rovna-

k4, cizel(P.[(a,by) =1(P,Ka,b)). Potom mbZeme vyslavnasledujicu definiciu.

Definicia 2.2: Parametrizacie dvoch krividRy(t), P,(t), tl st zosuladengak plati, ze
ich dizky nalubovd’nom podintervaléa, by O | st rovnaké.

Dalsie skiimanie ndm i ulahii nasledujlica veta.

Veta 2.3: Parametrizacie dvoch krivieR(t), P,(t), tOJl su zosuladené prave vtedydke
plati |P{(t)| = |P2(t)| pre vSetkyt[l.

Dokaz Dbkaz rozdelime na dvasti.

»1“ Nech pre dve krivky plat[P{(t)| = |P2(t)| a necha,b) O | je Tubovd'ny interval.

b b
Potom plati rovnas ﬂPl'(t)| dt = ﬂpz' (0] dt, cizel(PKa,by) = 1(Pakaby).
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Opane. ,=»“ Nech parametrizacie dvoch kriviek su zosuladedeo’'me konstan-

t t
tu all. Z definicie 2.2 vyplyva, z%} P/(u)|du = ﬂ P;(u)|du pre v3etkytdl. Po zderivo-

vani podat dostanem¢P;(t)| = |[Pz(t)| pre vSetky[Il. O
Pozndmka 2.4:Z Vety 2.2 je zrejmé, Ze prirodzené parametrizdoleovd'nych dvoch
kriviek su zosuladené.

Teraz si ukazeme priklady kedy dve parametrizadieek su a nie su zosuladené.
Priklad 2.5: NechP4(t) = (t, 0), t0l je priamka a necR,(t) = (rsint, rcost), t{0, 2
je kruznica. Potom pre ich prvé derivacie pRifit) = (1, 0) aP4(t) = (rcost, r (-sint)).
Z toho prer # 1 vyplyva, 2elP{(t)| # |P2(t)|, lebo|Pi(t)] = 1, |P2(t)] = r. Parametrizacie
kriviek nie su zosuladené.

Priklad 2.6: Op& majme priamku a kruZnicu. Tentoraz zvolime ichapagtrizacie tak,
aby boli zosuladené. Neéh(t) = (-rt, 0),tdl aP,(t) = (—rsint, r —rcost), t[0, 2.
Potom P{(t) = (-, t) aP(t) = (+rcost, rsint). Plati rovnos |P{(t)] = [Pz(t)|, lebo

|Pi(t)] =r, |P2(t)| = r. Parametrizacie kriviek su zosuladené.

2.3 Vznik kriviek kota Fanim v rovine

Budeme pracowa s dvomi krivkami zadanymi parametricky
Pa(t) = (Pix(t), Pay(t)), Pa(t) = (Pax(t), P2y(t)), tOl. Obmedzime sa na kdthie bez pre-
kizavania a krivky bez inflexnych bodov. Vektory zodpdajicich Frenetovych repé-
rov ozn&imety(t), na(t) pre krivkuP(t) aty(t), na(t) pre krivkuPa(t).

Definicia 2.7: Py(t), P(t), tOl su parametrizacie dvoch kriviek v rovine. Kiatie
krivky Pa(t) po krivkePa(t) je taky pohybb: E> x | — E?, Ze pre v&etkydl plati

(i)  PP2At)) = Pa(t),

(i) P(P2Y)) = Pi(D).

Ked'Ze ®; je zhodnog, teda Specialny pripad afinného zobrazenia, t&koveb(P4(t))
je obraz vektord;(t) vo vektorovej zlozke afinného zobrazedia Zobrazeniep ma

nasledujice vlastnosti.
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Veta 2.8: (Vlastnosti kotliania) Nech® je kot0’anie krivky P,(t) po krivke P(t). Po-
tom plati

1. Py(t), Po(t), tdl su zosuladené parametrizacie.

2. D(ty(t)) =ty (t) pre vSetkytOl

3. D(ny(t)) =ny(t) pre vSetkyl alebo ®¢(ny(t)) = Ny(t) pre vietkyll

Dokaz

1. Ak @ je kotdanie kriviek podla definicie 2.6, tak pdd podmienky (ii) zobrazenie
@; zobrazuje vektoP;(t) na vektorP;(t), navyse je to zhodntstak poda dbsledku
vety 1.15 zachovava aj Mkog vektorov, [®«(P2'(1))|=|P2/(t)]. Potom rovnod
|P{(t)| = |P2'(t)] pretdl plati. Preto parametrizacie kriviék(t), P,(t) su poda vety 2.2
zosuladené.

2. Parametrizacie krivielPy(t), P»(t) su podia vlastnosti 1 zosuladené a pre vektory
P{(t), P2(t) plati poda definicie 2.6 (ii))®(P.'(t)) = Pi(t). KedZe vektoryt,(t), ta(t)
vznikaju z vektorow;(t), P(t) pod'a (1.3) tak platfd(to(t)) = ta(t) pre vSetkytlll.

3. Treba si uvedortij Ze zhodnaszachovava kolmasdvoch vektorov. Vektory(t),
ny(t) st navzadjom na seba kolme, potomdg(t,(t))CId(ny(t)), lebo ®; je zhodnos.
Z tvrdenia 2 potom pre vSetkyll vyplyva ®q(n,(t)) = ni(t) alebody(ny(t)) = —N4(t).
UvaZzujme teraz nad funkcid(t) = ®¢(n,(t))[;(t) ako nad skalarnym &iinom vektorov.
Vektory ®@(n,(t)) a ny(t) st jednotkové, totozné alebo navzajomdoga preto funkcia
f(t) = 1 alebd{(t) = —1. Z vlastnosti skalarnehocgiu (spojitos, linearnos) vyplyva, ze
pre vSetkytdl nastane hii situaciaf(t) = 1 alebo pre vSetkyll nastane situacia
f(t) = —1.

Dosledok: Pre kazdétoll maju krivky P(t), tOI a & _(P(t)), tOI styk radu 1
v bodeP;(to).

Vlastnog 2 z vety 2.7 hovori o spaloej dotgnici v spol@nom bode

@, (P2(to)) = Pi(to), pretolll. Pre rovinu mame dva typy kdahia vziiadom na tato

doty¢nicu.
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Definicia 2.9: Ak sa krivkaP,(t) kotll'a po krivkeP,(t) tak, Ze pre vSetkipll lezia
obe krivkyPi(t) a ®, (P(t)) lokalne v jednej polrovine vZadom na spolml dotyni-

cu v bode®, (P(to)) = Pi(to), hovorime o kotlani zvnitra Ak lezia krivky Py(t) a
@, (P(t)) v lokalne opanych polrovinach, hovorime o kd@nizvonka

Na kot'anie zvnutra resp. zvonka sa mézeme poajienak.

Veta 2.10: Nech @ je kotd’anie krivky P,(t) po krivke P1(t). Potom® je kotd’anie
zvnutra prave vtedy, ked(n,(t)) = ni(t) pre vSetkyt[ll a kotdanie zvonka prave vte-
dy, kael’ ®y(ny(t)) = —na(t) pre vSetkyl.

Dokaz ,,[0 “ Nech ®(n,(t)) = ny(t), potom zhodnas®; zobrazi vekton,(t) do rovnakej
polroviny vziadom na spoknd dotygnicu, v ktorej leziny(t). V opa&nom pripade
zhodnos @; zobrazi vektorn,(t) do op&nej polroviny. Ke'ze poda vety 1.8
v blizkosti neinflexného bodu lezi rovinna krivkapelrovine uéenej dotgnicou
a vektorom normaly, tak veta 2.10i%p podmienku definicie 2.9 pre kdahnie zvnuatra
resp. zvonka.

Naopak =" Ak hovorime o kotliani zvnutra, tak krivkyPi(t) a @, (P(t)) lezia

v lokalne jednej polrovine. Opapod’a vety 1.8 plati potom, Ze®y(ny(t)) = ny(t)
pre vSetky t. Pre kotlianie zvonka pdth tej istej vety plati pre vSetky
Dy(na(t)) = —Na(t).

©

D, (P) t, (P2(t))

D, (to(1)) = ta(t)
D, (to()) = ts(t)

() _
D, (n(0),= ny(t) () 1, (N2(H) = ()

P4(t)

Obr. 2.1 Kotifanie zvnutra

P1(t)

Obr. 2.2 Kotifanie zvonka
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Majme dve krivkyP;(t), P,(t) a pohybd,, tlll pod’a definicie 2.1 prea = 2.

Veta 2.11:Nech parametrizacie krivieR,(t), P»(t), t0l st zosuladené a pre zobraze-
nie ® plati

1. Dy(Po(t)) = Pa(t) pre vSetkytl

2. Dy(ty(t)) = ta(t) pre vSetkytl

Potom® je kotlanie krivkyP,(t) po krivkeP(t).

Doékaz: Podmienka 1 je ekvivalentna podmienke (i) z defé2.6, preto sa blizSie po-
zriem na druhd podmienku. Vektoty(t), to(t) dostavame Pi(t), Po(t) poda (1.3).
Vektorova zloZzka zobrazeni@ je linearne zobrazenie a pre linearne zobrazelaig p
@y(cv) = cP(v). Zlomok 1/P;(t)| si ozndgme akoc a 1/P{(t)] ako b. Potom plati
Py(t2(t)) = PPZ(L)/|P(1)]) = Pu(CPA(t)) = cP(P(1)), ta(t) = P1(t)/|Pi(t)| =bPi(t) a z pod-
mienky 1 dostavame rovnos®d(Ps(t)) = bPj(t). Ked’Ze parametrizacie krivieR(t),
P,(t) su zosuladené, tak piadvety 2.3 platiR:(t)| = |P2(t)|, tedac = b. Z toho vyplyva,
Ze plati podmienka (ii) z definicie 2.6.

Nasledujucu dbsledok priamo vyplyva z vety 2.1k#&/\2.8.

Dosledok: d(ny(t)) = ny(t) pre vSetkyl alebo ®y(ny(t)) = —n4(t) pre vSetkyOl.

Dalej budeme kvoli jednoduchosti pisaamiestaPs(t) = (Pix(t), P1y(t)) skratene
iba P1(t) = (P1x, P1y), rovnako aj pre vektort(t) = (tix, tiy), N1(t) = (Nx, N1y). Analogic-
ky aj prePa(t), ta(t), na(t).

Kotdranie krivky budujeme pomocou jednoparametrickéhsiésyu zhodnosti.
Pracujeme v rozSirenej kartezianskej sustave sima@hceme, aby pri kotéani dvoch
kriviek pre bod, v ktorom sa dotykaju, platili vAdom momentél rovnosti

F1(t1(t), na(t), P1(t)) = Fa(t2(t), no(t), Po(t)) tak ide o kotlianie zvnutra
resp. Fi(ti(t), ni(t), P1(t)) = Fa(ta(t), =a(t), Po(t)) tak ide o kotillanie zvonka.
Oznaime siF(t) = Fy(ta(t), na(t), P1(t)) aFat) = Fa(ta(t), na(t), P2(1))
resp.Fa(t) = Fa(t2(t), 12(t), Pa(t)).

MaticaF(t) ma tvar

t1>< nlx Plx
Fi(t) = t1y nly I:)ly
0O 0 1
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a F2.(t) resp.Fo(t)

t2x n2x P2x t2x - n2x I:)2x
Fadt) =|t,, n, Py respFa(t) = |t,, —-n, P, |
0 0 1 0 0 1

Maticovu reprezentaciM (t) zhodnosti®;, ktora vyjadruje kotlanie krivky Pa(t)

po krivkePy(t) zvnuatra resp. zvonkd’adame nasledovne

M.(t) - F2u(t) = Fa(t) (2.4a)
resp. M(t) - Fa(t) = F1(t) (2.4b)
M(t) = Fq(t) - Fa(t)™ (2.5a)
resp. M(t) = Fi(t) - Fa(t)™ (2.5b)

Inverzni maticu K, (to(t), na(t), P2(t)) resp. Fa(ta(t), -a(t), Po(t)) hfadame pomocou

determinantnov.

t2x n2x P2x
0O O
resp.
t2x - n2x P2x
0 0 1
Oznaime si deF,.(t) =D.
n2y - n2x n2x I:)Zy - n2y P2x

e 1
Fau(t) t= B L S T TR P o

0 0 Ny, =Nyt
resp. def,(t) =D_
1 - n2y n2x - n2x I:)Zy + r]Zy P2x
|:2~—(t)_1 = D_ _tzy ty ~ty P2y +t2y Py
) 0 0 _t2xn2y + n2xt2y

Vysledny tvar maticeM . (t) resp. M _(t), ktora reprezentuje kdtanie krivky Py(t)
po krivkePy(t) zvnutra resp. zvonka
Ly Ly LR WLE LB LR LB ARG, “RL,
M :(t) = B ynZy _rlytZy _tiynzx +t2xrly I’1ynz><|:)2y _riynZngx _rlthxPZy +rlyt2y%<+Fiyt2any _FiytZynZX
' 0 0 £, N,
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resp.

1 Ly L, WL LB A B LR, G B -RLN, tELN,
M_"(t) = D -ty -G, Wb, -t B Hn B -nL Bt B -RLn +RLn, |.

i 0 0 —t,n, L,
Po tychto vypétoch mbézeme vyslovinasledujucu vetu.
Veta 2.12:NechPa(t), P,(t), tOJl st zosuladené parametrizacie dvoch kriviek. Potom

M 3(t) = F()F2:(t)™ respM J(t) = F(t)Fa(t)™

je maticova reprezentacia kd#inia krivkyP,(t) po krivkeP,(t) zvnutra resp. zvonka.
Dokaz MaticaM :(t) reprezentuje zobrazend, ktoré sjxia podmienky vety 2.11, lebo
transformuje Frenetov repér krivlBs(t) v kazdom momentéll do Frenetovho repéra

krivky P;(t) a teda ide o koti@nie krivky zvnutra. Analogicky aj pre kd@nie zvonka.

Parametrické vyjadrenie krivkys(t), ktoré vznikne pohybom bodOE? pri ko-
tarani krivky Po(t) po krivkeP1(t) zvnatra resp. zvonka, dostaneme ako
Ps(t) =Mi(t) - X resp.Ps () =M t) - X~ (2.6)
kde maticaX' reprezentuje body krivky vzniknutej pomocou Ktia a maticx™ ob-
sahuje rozSirengiradnice kotfaného bodu.
Poznamka 2.13:Treba si uvedonij Ze transforméé maticeM .(t), M (t) nezobrazuju
len krivku P,(t), ale spolu siou aj bodX. Teda bodX je viazany na suradnicovu susta-

vu, v ktorej definujeme KrivkiP,(t).

V nerozSirenej sustave suradné kotanie ®; zloZzenim dvoch zobrazeni.
Ide o posunutie o vektd?i(t) — P,(t) a ot@enie so stredor®y(t) o uhol ¢(t). Zlozenim
tychto zobrazeni dostane podmienky pre Kaie dvoch kriviek zvnutra, alebo zvonka.

Teda kotlianie®; = t

Rwem °lam-ro -

Po rozpisani dostavame vysledok
X' =Xcosp(t) — ysing(t) + Prx = Poxcosp(t) + Pzysing(t)
Y =xsing(t) + ycosp(t) + P1x — Paxsing(t) — P2y,cosp(t)

V maticovom tvare

X' = M(t) - X +Mo(t), 2.7)
kde
_(cosp(t) -sing(t) (R - Py cOSp(t) + Py, sing()
M(t)—(sin¢(t) cos¢(t)]’ M"“)'(Ply—P2xcos¢(t)—P2ycos¢(t)J'
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KotW'anie kriviek v rovine

Priklad 2.14: Kotlrajme dve kruznice s roznym polomerom zvonka
P1(t) = (r cost, rsint), pret1(0, 20
Py(t) = (Rcos (t/R), Rsin (t/R)), pretl{0, 2rr/R).

Lahko nahliadneme, Ze ich parametrizacie si zosigabDalej mame
t1(t) = (- sint, cost), ta(t) = (- sin (t/R), cos (t/R)),
ni(t) = (- cod, — sint), ny(t) = (- cos(t/R), — sin (t/R)).

Potom

—-sint —cost rcost
Fi(t) =| cost -—sint rsint
0 0 1
-sin(rt/R) cosft/R) Rcosft/R)
Fo(t) =| cosft/R) sin(rt/R) Rsin(rt/R)
0 0 1

co{t+£j sin(t+£j — Rcost —r cost
R R

M(t) = i[} sin(t+£j —co{t+£j - Rsint —r sint
(-1 R R
0 0 1

Pre kotany bodX™ = (r, 0, 1), po dosadeni do (2.6) dostavame

+
—rco{t+%)+Rcost+rcost (R+ r)cost—rco{%tj

r+Rt) |
R

Ps(t) = —rsin(t+%j+Rsint+rsint = (R+r)sint—rsin(
1 1

Ak si zvolimer =R, vysledné krivka ma tvar

r (2cost — cos2t)
Ps(t) =| r(2sint —sin2t) |.
1
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KotW'anie kriviek v rovine

Obr. 2.3b Vysledna krivka prerR
zostrojena poth vety 2.12

Obr. 2.3a Vysledna krivka prerR[12]

Priklad 2.15: Kotdlajme dve kruznice zvnutra
P1(t) = (Rcos (t/R), Rsin (t/R)), pretl0, 2rr/R ).
P(t) = (r cost, rsint), pret[{0, 20
Z toho vyplyva
t1(t) = (- sin (t/R), cos (t/R)), to(t) = (- sint, cost),
ni(t) = (- cos(t/R), —sin (t/R)), ny(t) = (- cos, — sint).
Potom
-sin(rt/R) -cosft/R) Rcosft/R)
Fi(t) =| cosft/R) -sin(t/R) Rsin(t/R)
0 0 1

-sint —cost rcost
Foit)=| cod -—sint rsint

0 0 1
rt . rt
co{— —t) sw(t ——J Rcosft/R) —rcosft/R)
R R
- . (rt rt . .
M(t) = sw(ﬁ—t) co{t—ﬁj Rsin(rt/R) —rsin(rt/R) |.
0 0 1

27



KotWanie kriviek v rovine

Nech nés kotiany bod jeX™ = (r, 0, 1), po dosadeni do (2.6) dostdvame
r co{r—é —tJ + Rcosft/R)—rcosft/R)

Ps(t) = rsin[% —tJ +Rsin(rt/R) —rsin(rt/R)
1

Prer = R/4 dostavame krivku znamu akstroidana Obr. 2.4a a Obr. 2.4b.

X

Obr. 2.4a Astroid412] Obr. 2.4b Astroida
zostrojena poth vety 2.12

Na Obr. 2.5 a Obr. 2.6 mand@lSie priklady kriviek vzniknutych pdd vety 2.12.

Obr. 2.5 Kotdanie reazovky po réazovke Obr. 2.6 Kotianie reg'azovky po kruznici
s parametrami g= 10, & = 10 pre kotdany s parametrami F 4, a, = 10 pre kotdany
bod(2, 0, 0) bod (0, 8, 0)

DoterajSie postupy predpokladaju, Ze krivky nemajilexné body. NemoZzno
ich teda pou#i napriklad vtedy, k& jednou z uvaZzovanych kriviek je priamka. Toto
obmedzenie by sa odstranilo, ak by sme pri oboistk&eh namiesto vektora normaty
pouzili vektor orientovanej normaly,, pozri [4]. Kal'ze hlavhym zaujmom diplomo-
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KotWanie kriviek v rovine

vej prace je kotienie v priestore, neuberali sme sa tymto smerondvadl, Ze

v priestore takdto moznosie je.

2.4 Rulety

Ukazeme si trochu iny pristup pre kbdaie jednej krivky po druhej v rovine,
tento sa pouZziva v literatare [4, 6, 7] a nam shgikontrolu vysledkov. Majme teda
zadané parametricky dve krivigy(t) aP,(t). Krivka P(t) je definovana vdixovanej
rovineIl; a krivkaP,(t) je definovan& ypohybujlce saovinell,. Pred zaéiatkom kotu-
l'ania sa obe krivky dotykaju spoéttom Startovacom bodB;(tp) = Pa(tg) a v tomto
bode maju spoknu dotynicu. Krivky Py(t) aP2(t) maju na interval€ty, t) rovnaku

t t
dizku pre vaetkytl, cize [|R(u)du= [|R(u] du. Potom krivkuP,(t) mézeme kotia
to

fo

pozd? krivky Pi(t) bez prekzavania wi’ Obr. 2.5.

Obr. 2.7 Myslienka rulety

V pohybujlcej sa rovinél, si zvolime sledovany bda Stopovanim bodb pri
kotUlani pohybujucej sa roviny, ziskame nakres rulety. Pod pojmom ruleta budeme
rozumieme nasledujucu definiciu.

Definicia 2.16:Ruleta je krivka vytvorena koftanim fixovaného bodu z pohybujlcej
sa rovinyll, v pevnej rovindl;. Pohyb je ureny kotajucou sa krivkolP,(t) z roviny

I1, po krivkePy(t) z rovinyIl;, bez prekzavania [7].
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Definicia 2.17: Parametrizacie dvoch kriviel,(t) a Py(t) sU porovnaténég ak
v kazdom okamihu p@s kotdiania maju dva body, ktoré su v kontakte (body,
v ktorych sanavzajom dotykaju krivkyr;, P,), rovnaku hodnotu parametr§/].
Veta 2.18:Regularne hladké parametrizacie kriviekt — ( x(t), ya(t))
aPy t — (xo(t), y2(t)) su porovnatné ak plati
a) su suhlasné v Startovacom bode

P1(to) = Pa(to)
b) ich dotykové vektory v Startovacom bode su tnéz

P1(to) = P2(to)
c) |Pi(t) | = [P2(t)| # O pre kazdé.
Dbékaz Prvé dve podmienky hovoria o dobre definovanejt@tacej poziciigize spo-
locnom Startovacom bode a totoZznych dotykovych vektordretia podmienka zatu-
je, Ze obe krivky maju dobre definovany dotykovikitee a je nenulovy préubovdné

t. Dalej plati, 7e f&ky kriviek sG rovnaké na intervale(to, t), lebo
t t

[IP/(w)|du= [|P;(u)|du[7].

to to

Veta 2.19:Rovnica rulety opisanej bodaieziacom v pohybujicej sa rovihk je

cosp(t) —sing(t)
sing(t) cosg(t)

cosg(t) —sing(t)
sing(t) cosg(t)

vektormi P4(t), P5(t), ktory je vyjadreny vzFadom na fixovanu roviniil;. Vysledna

C(t) =R +( j(b -k (1), (2.8)

kde matica( j je matica otdenia ag(t) je orientovany uhol medzi

ruletaC(t) lezi v rovinell; [7].

Poznamka 2.20Preorientovany uhob(t) dvoch nenulovych vektorawy(t), P5(t) plati

P.(t) [Pi(t) _ det(®/(t), B} 1))
QA ROIP )

cosg(t) = sing(t) [1].

Niektoré typy ruliet [6]
1. Cykloidy: Kotu Panie kruznice po priamke

Rovnica cykloidy poth (2.8) je

(2.9)

r(r —sint) +b, cost + b, sint
C() = :

rd-cost) —b, sint +b, cost
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V zavislosti od véby kotraného bodi méame tri typy kriviek:
a) akb lezi na kruZznici¢ize b = (0, 0) dostavame klasicku cykloidu

r(r —sint)j

ct= (r (1-cost)

Obr. 2.8 Cykloidd12]
b) akb lezi v kruhu, ktorého hranica je dana kruznicakiakku nazyvame tzvskrate-

né cykloida

Obr. 2.9 Skratena cykloidd 2]
c) ak b lezi mimo kruhu, ktorého hranica je dana kruznada krivku nazyvame tzv.

predZenécykloida

Jn Iki,l'-m x

=Tt e

Obr. 2.10 Predrena cykloid412]

2. Trochoidy: KotuPanie kruznice po kruznici
a) Epitrochoidy — kotd’anie zvonka
Rovnica epitrochoidy pda (2.8) je
(b, =R=r)cost+rt/R)+(R+r)cosft/R)—b, sin¢ +rt/R)

cw= ((bX —R-r)sin¢ +rt/R)+(R+r)sin(rt/R) -b, cosf +rt/ R)J » (210)

kder je polomer kotilanej kruznice & je polomer fixovanej kruznice,tal(0, 2zR/ r).
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Obr. 2.11 Kotdianie zvonka, kde polomer fixovanepbr. 2.12 Kotdianie zvonka, kde polomer fixovanej
kruznice r= 3, polomer kotfanej kruznice R =2 KkruZnice r=2 polomer kotianej kruZznice
a kotany bod b= (r, 0) [12] R =2, kot&any bod b= (r, 0) [12]

Ak r = R azab zoberieme bodr( 0) vidime, Ze dostaneme rovnaky vysledok
ako v priklade 2.14.

b) Hypotrochoidy — kotfanie zvnutra
Rovnica hypotrochoidy pdd (2.8) je

(b, —R+r)cosft/R-t)+(R-r)cosft/R)-b, sinft/R-t)

c :{(bx —R+r)sin(rt/R-t)+(R-r)sin(t/R) -b, cosft/ R—t)J’ (2.11)

kder je polomer kotlianej kruZnice & je polomer fixovanej kruznice,tal(0, 2tR/r).

Obr. 2.13 Kotdianie zvnutra, kde polomer fixovanepbr, 2.14 Kotdianie zvnutra, kde polomer fixo-
kruznice r= 7, polomer kotlanej kruznice R= 2 vanej kruznice & 2, polomer kotéanej kruzni-
a kotrany bod b= (r, 0) [12] ce R= 7 a kot{any bod b= (r, 0) [12]

Ak r = R/4 azab zoberieme bodr( 0) vidime, Ze dostaneme rovnaky vysledok
ako v priklade 2.15.
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Suvis ruliet s jednoparametrickym systémom zhodnesbvine je ukazany
v [6]. PodrobnejSie rozobrané jednotlivé pripadyZzerae najsv [4] a [7] pre komplex-

na rovinu a v [6] pre euklidovsku rovinu.
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3 Kotu Panie kriviek v priestore

Koturanie kriviek v priestore ma podobné vlastnosti kétil’anie v rovine. Vy-

jadrime si pohyb v priestore a zadefinujeme podkyigktoré musia dve krivky $jat’

pre kotdranie v priestore.

3.1 Pohyb

V kapitole 2.1 sme si ukazali ako zadefinbyahyb viubovd’nom n-rozmer-
nom euklidovskom priestore. Teraz uvediget® konkrétnu podobu pre= 3.

Rovnice pohybu maju v priestore maticovy tvar

X = F(t)X + Fo(t), (3.1)
kde
a;,(t) a,(t) ay() 8, (t)
FO) =] ay(t) ay(t) ax(t) a Fo(t) = | a,, (t) |.
a5 (1) a5 (t)  a(t) 8, (1)

NavySe maticé(t) je ortogonélna.

V rozsirenych kartezianskych stradniciach ma pohigbtvar

X" =FX" (3.2)
po rozpisani
X | (aut) a,(t) as) ag)) (X
X'2 — a21(t) azz(t) azs(t) aOy(t) X,
X | [@u() au() amt) a,) |||
1 0 0 0 1 1

3.2 Vznik kriviek kot Fanim v priestore

Op& pracujeme sdvomi krivkami zadanymi parametrickiy(t) =
= (Pax(t), P1y(t), PiA1)), Pa(t) = (P2x(t), P2y(t), P2A1t)), tOl a obmedzime sa na kdéiainie
bez preklzavania a krivky bez inflexnych bodov. W&k zodpovedajucich Frenetovych
repérov ozname ty(t), ny(t), bi(t) pre krivkuPy(t) ata(t), na(t), bo(t) pre krivku Pa(t).
Pod zosuladenymi parametrizaciami krivieKt), Po(t) , tOl budeme rozumiezosula-

denos v zmysle definicie 2.2.
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KotWanie kriviek v priestore

Definicia 3.1: Py(t), Po(t), tOl st parametrizacie dvoch kriviek v priestore. Kattie
krivky Pa(t) po krivkePy(t) je taky pohybd: E3 x| . E®, Ze pre vSetkyll plati

(i) P(PAY) = Pu(t)

(i) P(PAY) = Pi(t)

(iii) v kazdom moment&UIl maju krivky ®, (P(t)) aPi(t) v spolenom bode
@, (Pa(to)) = P1(to) spolanl oskul&nu rovinu.

Veta 3.2: (Vlastnosti kotliania v priestore) Nectb je kotl’anie krivky P,(t) po krivke
P1(t) v priestore. Potom plati

1. Py(t), Po(t), tOl su zosuladené parametrizacie.

D(to(t)) =t1(t) pre vSetkyOl

3. Dyby(t)) =bs(t) pre vSetkyl alebo dy(by(t)) =—bi(t) pre vSetkyll

4.  Dyny(t)) =ny(t) pre vSetkyl alebo ®¢(ny(t)) = ny(t) pre vSetkyl

N

Dokaz Tvrdenia 1 a 2 sa dokazu analogicky ako pre royjpripad.

3. Vektor binormaly je kolmy na oskwal rovinu a jednotkovy. Zobrazent®; je
zhodnos. Poda vlastnosti (iii) z definicie 3.1 a dosledku vdiyl5 zobrazenie; za-
chovava kolmog preto pre vSetky(ll plati ®y(ba(t)) = by(t) alebod(b,(t)) = —by(t).
UvaZzujme opéinad funkciou(t) = dy(by(t))B1(t). Vektory d(b,(t)) aby(t) st jednotko-
vé, totoZzné alebo navzajom @pa, preto funkcid(t) = 1 alebof(t) = —1. Z vlastnosti
skalarneho stinu (spojitos, linearnos) vyplyva, ze pre vSetkill nastane hdl situa-
ciaf(t) = 1 alebo pre vSetkyll nastane situaciét) = —1.

Tvrdenie 4 vyplyva z tvrdenia 3 a (1.4)

Désledok: Pri kotdrani krivky Po(t) po krivkeP1(t) maju krivky ®(P,(t)) a P(t) spo-
lo¢nu nielen oskuknu, ale aj normalovu iektifikacnu rovinu.

Podobne ako v rovine mbézeme definbdaa typy kotliania

Definicia 3.3: Ak sa krivkaP,(t) kotll'a po krivkeP,(t) tak, Ze pre vSetkipll lezia
obe krivkyP4(t) a @, (P(t)) lokalne v jednom polpriestore vizdom na spokmu rek-

tifika¢nd rovinu v bode®, (Pa(to)) = Pi(to), hovorime o kotlani zvnutra Ak lezia
krivky Pi(t) a @, (P(t)) lokalne v opanych polpriestoroch, hovorime o kdainizvon-

ka.

35



KotWanie kriviek v priestore

Rovnako ako aj v rovine mame alternativne vyjadrdwoitd’ania zvnatra resp. zvonka.
Veta 3.4: Nech @ je kotranie krivky Po(t) po krivke Py(t). Potom® je kotd'anie
zvnutra prave vtedy, ked(n,(t)) = ni(t) pre vSetkyt[l a kotdanie zvonka prave vte-
dy, ke’ ®(ny(t)) = —a(t) pre vSetkytl.

Dékaz ,00“ Podra (1.4) lezi vektor hlavnej normaly &uvjednom alebo dru-
hom polpriestore vAladom na rektifikénd rovinu. Nech ®¢(ny(t)) = ny(t), po-
tom zhodnog @, zobrazi vekton,(t) do rovnhakého polpriestoru vidzmom na spokmu
rektifika¢nu rovinu, v ktorej lezhy(t). V opanom pripade zhodn6sp; zobrazi vektor
n,(t) do op&ného polpriestoru. Ki&ze poda vety 1.9 v blizkosti neinflexného bodu lezi
priestorova krivka v polpriestore danej rektifik&nou rovinou a vektorom hlavnej
normaly, tak veta 2.10 & podmienku definicie 2.9 pre ké#hie zvnitra resp. zvon-
ka.

Naopak =" Ak hovorime o kotliani zvnutra, tak krivkyPi(t) a @, (P(t)) lezia

v lokalne jednom polpriestore. Qpapoda (1.4) a vety 1.9 plati potom, Ze
@(ny(t)) = ny(t). Pre kotlianie zvonka padih tej istej vety platfby(ny(t)) = —N4(t).

Oproti rovine musime eSte pouvazoved vektormiby(t), ®(b,(t)). Oba lezia
v rovnakej rektifik&nej rovine prislachajucej bod®(P(t)) = Pi(t) v momentetl.
Veta 3.4 hovori o rozlozeni krivky vEadom na rektifikénu rovinu, ale nehovori &i
0 vektorochbs(t), ®y(bo(t)). Uvazujme nad kofianim zvnutra. Majme KkrivkyP,(t),
P(t), tOl potom pre vektory,(t) a -b,(t) plati, Ze oba lezia v tej istej rektifikaej ro-
vine. Preto pre zobrazeni@; plati, Ze zobrazi vektord(b,(t)) =b,(t) alebo
@(by(t)) = —by(t) pre vSetkytl pre kotanie zvnatra. To isté plati aj pre kbamie
zvonka®(by(t)) = —bs(t) alebod(b,(t)) = by(t) pre vSetkyt[ll. Teda v priestore mame
dva typy kotliania zvnutra resp. zvonka. Prvy typ K@atdia zvnutra je k& vektor
@(bo(t)) = ba(t) a druhy typ ké vektor ®y(b,(t)) = —bi(t). Rovnako aj pre kofianie

zvonka.
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\%Q(t» = by() m

D, (ta(t))[= talt) ® R (na(t)) = (1)
D, (PAt)—] |
P - D, (P)
D, (na(t)) = nat Lt
) = —ba(t)
Pa(t)
Obr. 3.1a Kotdianie zvnutra Obr. 3.2a Kotiianie zvonka

k M ba(t)
= P

D, (ta(1)) D, (ta(t) = t{(t) Y (n(H)) = —a(t)

, (Pt)—

—

D, (1)

D, (1) = a0t ny(t

) =-b:(0) o)

Obr. 3.1b Kotdianie zvnutra Obr. 3.2b Kotdianie zvonka
Majme dve krivkyPy(t), Px(t), ktoré chceme kotat, a pohybd,, tll pod’a defini-
cie 2.1 pren = 3.
Veta 3.5:Nech parametrizacie krividRy(t), Po(t), tOJl su zosuladené a pre zobrazehie
plati
1. Dy(P(t)) = Py(t) pre vSetkytOl
2. D(ty(t)) =ty(t) pre vSetkytOl
3. Dy(ny(t)) = ny(t) pre vSetkytdl alebo di(ny(t)) = —a(t) pre vSetkytl
Potom® je kotdranie krivkyP,(t) po krivkePa(t).
Dbékaz Podmienka 1 a2 sa dokdzu analogicky ako v rarmnpripade. Bod
@(P,(1)) = P1(t) a vektoryty(t), ny(t) v tomto bode tvoria oskuial rovinu, preto pod-

mienka 3 je ekvivalentna podmienke (iii) z defiei&. 1.

Pre v&Siu prelfadnos, v nasledujdcejcasti textu, budeme pisanamiesto
P1(t) = (P1x(t), P1y(t), P1At)) skratene ibdi(t) = (P1x, P1y, P12), rovnako aj pre vektory
t1(t) = (tax tays t1z), N1(t) = (Nax, Nay, N1z) @ba(t) = (bax, by, bi). Analogicky aj prePa(t),
ta(t), n2(t), bo(t).
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Kotdranie krivky budujeme opgomocou jednoparametrického systému zhod-
nosti. Pracujeme v rozSirenej kartezidnskej sustavadnic. Chceme, aby pri kbaini
dvoch kriviek pre bod, v ktorom sa dotykaju, platikazdom momentt]l rovnosti

Fa(ta(t), na(t), ba(t), P1(t)) = F2(ta(t), n2(t), ba(t), Pa(t))

F1(t2(t), na(t), ba(t), P1(t)) = Fa(t2(t), na(t), -bo(t), Po(t)) tak ide o kotlianie zvnutra
resp.

Fa(ta(t), na(t), ba(t), Pa(t)) = Fa(ta(t), 12(t), —Da(t), P2(1))

Fa(ta(t), na(t), ba(t), P1(t)) = Fa(ta(t), —a(t), bo(t), Po(t)) tak ide o kotillanie zvonka.
Pouzijeme zjednodusené ozaaie pre matic&1(t) = F1(ty(t), ni(t), ba(t), Pa(t)),
F,: (8) = Fa(t2(t), na(t), ba(1), PaA(1)) resp. . (t )7 F2(ta(t), na(t), —b2(1), PaA1))
a pre kotlianie zvonka

F,. (1) = Fa(tz(1), (1), ba(t), P(1)) resp.F, (t F Fa(ta(t), =2(t), (1), P2(1)).

MaticaF1(t1(t), nai(t), by(t), P1(t)) ma tvar

tlx nlx blx Plx
Fi(t) — tly n1y bly I:)ly
1z nlz blz I:)12
O 0 0 1
dalej matice F, (t ) F_. (t), F_(t), F_(t)
2, 2y 2, 2y
t2x n2x b2x P2x t2x n2x - b2x P2x
Fo ()= t,y, N, by, P, Fo ()= t,, n,, -—b, P,
: t22 2z 2z PZZ ° t22 n2Z - bZZ PZZ
0O 0 O 1 0O O 0 1
t2x - n2x b2x I:)2x t2x - n2x b2x I:)2x
Fo ()= t,, —n, by P, - (1) = t,, —-n, -by P,
* t22 - n2Z b22 PZZ % t22 - nZZ b22 PZZ
0 0 0 1 0 0 0 1

Maticovu reprezentaciM (t) zhodnosti®;, ktora vyjadruje kotfania krivky Py(t)

po krivkePs(t) zvnutra resp. zvonkd’adame nasledovne
M, (1) F, ()= Fa(t) (3.3)
M () = Fu(t) - F,, 0™ (3.4)
Analogicky aj pre ostatné prl’pad?y;; (t H; (t),F;g (t). Potrebujeme eSte néjich in-
verzné matice. Tie ndjdeme pomocou determinantov
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ty Mo By Py

detF. (t)= ty Moy Doy Pyl
: t, n, b, P,
0O O 0 1

= t2x|'12bez + tZzanbe + t2ynZzbe - tZznZbex - tZXHZZbe - t2yanbZz

detF;g (t)= —toxoybo, — ooy — toy Moo + ooy loy + touo 0oy + toyoydn,
detF;; ()= —taaybo, —to ooy — toyNo 0oy + to ooy + toxo 0oy + toyNoxb2,
detF;g (t )= —taxaybo, + toNaxoy + toyNodooy — to ooy — oy Aoy — toyNoydn,.
Oznaime si detF,. (t ¥ D2, detr,. (t )= Dy, detr, (t )= Da, detF, (t )= Do potom

F~ (t)_lz 1 F3x3 F3xl
2 prlo f,)

a

kde
nZbeZ - b2yn22 - n2xb22 + n22b2x n2><b2y - n2yb2x
F3x3 = _t2yb22 +t22b2y t2xb22 _t22b2x _t2xb2y +t2yb2x ,

t2yn22 - nzytzz —t,Ny, T NyL,, t2xn2y - n2xt2y

- nszzypzz - b2x sznzz - sznzybzz + nzzbzy sz + bzzpzynzx + Pzznzybzx
F3x1 = t2><be PZz + b2x I:)ZytZZ + P2xt2yb22 _tZZbePZX - bZZ I:)ZytZX - P22t2yb2x !
_t2xn2y PZz - n2x P2yt22 - P2><t2ynZz +t22n2y PZX + n22 P2yt2x + PZthynZX

faa = toxoy02; + to ooy + toy N2 Aok — tooybox — taxo ooy — toynoda; .

a postupne dalSich pripadoch
ot L
% Dy Lo f,)
b 44

- nzybzz + b2yn22 n2xb22 - n22b2x - n2xb2y + n2yb2x
F3x3 = t2yb22 _t22b2y _t2xb22 +t22b2x t2><b2y _t2yb2x '

t2y n22 - r]ZytZZ _t2xn22 + n2xt22 t2>< r]Zy - r]2><t2y

kde

n2xb2y PZZ + b2>< P2yn22 + P2xn2yb22 - nZzbe PZX - bZZPZy n2x - P22n2yb2x
Fax1 = _t2xb2y Pzz - b2x sztzz - sztzbez + tZZbePZX + bzz P2yt2x + Pzztzybzx )
_t2xn2y Pzz — Ny, P2yt22 - P2xt2y n,, + t2znzy sz +n,, P2yt2x + P22t2yn2x

faa = — ooy, — toNaxloy — toy ooy + to oy Doy + tou2 02y + toyoydy, .
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resp.

kde

Faxz =

Fax1 =

- nzybzz + b2yn22
- tZbez + tZzbe

- tZynZZ + n2yt22

n2xb2y PZZ + b2>< P2yn22 + P2xn2yb22 - n22b2y PZX - bZZPZy n2x - P22n2yb2x

Fo()7=

1
D,

nszzz - nzzbzx
t2><bZz _t22b2x
t2><nZz - n2xt22

KotWanie kriviek v priestore

Fas  Faa
0 fu)

- n2xb2y + n2ybz><
_t2xb2y +t2yb2x ’

_t2xn2y + n2xt2y

t2><b2y Pzz + b2x P2yt22 + sztzbez _tzzbzy sz - bzzpzytzx - Pzztzybzx
t2xn2y Pzz + N,y sztzz + P2xt2yn22 _tzznzy sz —ny, P2yt2x - P22t2yn2x

faa = —tou2y D27 — to ooy — toyNo ooy + to Moy + toxoAdooy + toyoydos, .

resp.

kde

Faxz =

n2yb22 - b2yn22
t2yb22 _tzzbzy

- t2ynzz + nzytzz

F. ()=

- n2xb22 + n22b2x
_tszzz + tzzbzx

Ny, — Ny t,,

i F3><3 l:3><:I.
D, L0 f,)

n2xb2y - r]Zbex
t2><b2y _t2yb2x )

_t2xn2y + n2xt2y

- nszzypzz - b2x sznzz - sznzybzz + nzzbzy sz + bzzpzynzx + Pzznzybzx
_t2xb2y PZZ - b2>< P2yt22 - I:)2><t2bez +t22b2y PZX + bZZPZytZX + P22t2yb2x !

t2><nZy PZZ + n2x P2yt22 + P2xt2yn22 _t22n2y PZX - nZzPZytZX

Fax1 =

- PZthynZX
faa = toxno D2, + toNox2y + toyNo oy — tooylox — toxo ooy — toyoybon; .
Tvar maticeM _, (t), ktora reprezentuje katanie krivky Px(t) po krivke Py(t) zvndtra

resp. zvonka je

X m, m, My My, (X
y _ My, My My, My, | LY
Z o my my my omy, | [z)
1 m, m, m; m,) (1

kde preF . (t Jnaju prvky matice tvar

My1= (taxaybz; — tip Aoy — Nixtoyb2z + Nixtooy + DitoyNo, — bida oy )/Da
Mp1 = ( tayNayb2, — tayNo oy — Naytoybo, + Nayto 0oy + Diytayp, — bayta oy )/Da

Me1= (t1N2yD27 — t1 ooy — Moo, + Mitodony + D1toyno, — bitooy )/Da
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M12= (= tixaxzz + tidadiox + NxtoxDzz — Nuxtadzx — brdtoxz + bridaznok )/Da

Mp2= ((—tayNaxbz; + tayNo Doy + Naytoxboz — Nuyto oy — Diytouz, + bayto Aoy )/Da

Ma2= (—toNoxbaz + tiNaax + Moz — iAo ok — bidauzz + bitoox )/Da

My3= ( taxaxbzy — txaybax — Nixtoxbay + Nixdtay ok + Datoxoy — bastayNok )/Da

Mp3= ( toyNaxzy — tiyNayox — Niytaxbay + Niytoybox + baytaxay — brytoynog )/Da

Maz= (tioudzy — oy ok — Maxbay + Mitaybok + bistoxnoy — Drtoynoy)/Da

Mya= ((—tuxdoyP2z— t1ddaxP2yNos — tixPaxoy02; + t1xN2A00yPox + t1,d02 Poyoy +

+ t1xP2oylox + Nixdax2y P2z + N1xouPoytor + NixPoxtaybz, — Nixto02yPoy— N1ybo Poytox —

— N1y Paoybox — bixdoxoyP2; — B1xNoxPoyto; — D1xPoxtoyno, + BixtooyPax + b1 Poytox +
+ b1yPostoyNoy )/Da + Pix

Mg = ((—toyNoxd2y P2z — t1yboxPayNo; — t1yPaxnaybo; + tiynaoay Pox + t1y02,P2ynox +

+ t1yPooybox + NiytoxdooyP2s + NuyboxPayts; + MiyPostoyo, — Nayto 02y Poy — Naylo Poytoy—
— MyPaoyboy — DaytoxoyP2; — biyNoxPoyto; — biyPoxtoynoz + Diyto oy Poy + D1yno Poytoy +
+ b1y Postoyoy )/Da + Py

Maa= ((—t12x02yP2z — t102xP2yN2; — t1P2x2y2, + t1 200y Py + t102,P2yNoyx +

+ 1Py 005 + MA2d02y P27 + N1 Poyto; + NiPoxtoylz; — N2 A2y Pox — N2 Poytox —
— N1 P2stoy0ox — B1AoxoyP2; — D1 0Pyt — D1PoxtoyNo, + D122y Poy + D1 Poytox +
+ b1 PotoyNoy )/Da + P,

My =My =My3=0; My =1.

pre F;; (t )maju prvky maticeM . (1)

My1 = (—tixaybzz + ooy + Nudaybo, — Nita by + brtaynoz — bidoday )/ Dy

Mp1 = (—tayNayD2z + tiyNooy + Npytoyo, — Nayta Doy + baytoyna, — byytoay )/Dp

Me1= (—ti oy, + tioA0y + Mitaybo, — Nitoay + bitoyN, — Dita oy )/Dy

Mi2= (o222 — tiobox — Nudaxddzz + Nuxtazy — Drdoxzz + Drdtaox )/Dy

Mp2= (tayNaxb; — tayNo Aok — Mytoxdo, + Muyto ok — baytoxa, + bryto oy /Dy

Ma2= (12 — tiNaox — Nidadzz + MAzdox — bidaxzz + bitozox )/Dy

M1z = (—tixNaxbzy + tioybox + Nuxtaxbzy — Nixtaybox + badoxzy — badtaynox )/D

Mp3= (—t1yNoxzy + tiyNoybox + Niytauiny — Mytoyboy + baytoxoy — brytoynog )/ Dy

Maz = (—t1N2xbay + taaybox + Mooy — Mtz ok + Ditoxoy — Drtaynoy)/Dy

Mg = (to2x02yP2z + t1dooxPayo; + t1xPoxnoy 02, — 1o 02y Pox — 1o Poynax —

— t1xP222yox — Nuxdoxd2y P2z — MydooxPayto; — NyxPaxtoyo; + NistodooyPox + NixddoPoytoy +
+ NuPoztaybox — D1dox2y P2z — D1 Payto; — b1PaxtoyNo; + DisdodoyPox + D1x2Poytoy +

+ b1PotoyNox )/Dp + Pix
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Mpa= (toyN2x2yP2; + t1y02xPayo; + t1yPoxoyo, — tiyNo oy Poy — t1y02,Poynoy —

— t1yPooyboyx — MytoxoyP2; — NiyboxPoyto; — NiyPoxtoyb2; + Niyto 02y Poy + N1ybo Poytoy +
+ NyyPostoybox —1ytoxoyPa, — BiyNoxPayts, — BiyPaxtoyo, + DiytooyPox + D1ynoPoytox +
+ b1y PostoyNox )/Dp + Py

Maa= (T oxdoyP2z + t102xP2y2; + 1P 22y 02, — 11 M2A00yPoy — t1 400 P2y Noy —

— t1P2N2y D2y — Mitoxd2y P2z — N1 A2k Poyto; — M Poxtoyhzs + Nido0oyPox + NiAoPoytox +
+ NMPoAAoy 0oy — D122y P2, — D12 Poyto; — D1,PoxtoyNes + D12 oyPox + D1 Poytox +
+ b1 P2 toyNox )/Dp + Py

Ma1 =My =My3=0; Mua=1.

resp.M __ (t) pre kotdranie zvonka najskor pre, (t )

My1= (—tud2yD27 + tio oy — Naxdoybo, + Nt Aoy — DitoyNo, + bido oy )/ Da

Mp1= (—tyyN2y2, + tiyNo ooy — Nayloyo, + Nyt Aoy — Diytoyno, + bayto oy )/ Da

Ma1= (—t1doybo, + ti oAy — Nidoy 0o, + Nidooy — bitoyno, + Diooy )/Da

M2 = (t1xN2x2z — tixe2x + Midaxb2z — NuxtaAdox + Didoxpz — Dixda2x)/Da

Mp2= (tryNoxd2z — tiyNo oy + Miytoubdo; — Naytodooy + Diytoxn, — bayto oy )/ Da

Mg2= (t1A2xd022 — L1 02x + Niztod2z — NiA202x + D1Aoxpz — D1A20x )/ Dy

My3= ( —taxoddzy + tioybox — Naxdoxdoy + Nixtoybox — Dixtoxoy + DixtoyNox )/Da

Mp3= (—TtyyN2x2y + t1yNay D2y — Nyytoddoy + Naytoyhox —D1ytoxnoy + biytoynoy )/Da

Ma3= (—t1oxdzy + 12y oy — NuA2ub2y + Nitoyboy — D1doxoy + DiA2yNoK)/Da

Mua = (to2xD2yP2; + t1d0oxPayo; + t13Poxoy 02, — tixo 02y Pax — t1,dd2Poynox —

— txP2Aoybox + NisdoxlooyP2z + NxboyPayto; + NixPoxtoy02, — NixtaAdoyPox — N1xboPoytox —
— Ny Pagoybox + DisdoxoyP2z + D1xoxPayto; + b1xPaxtoyNo, — DixtaoyPox — D1xoPoytox —
— b1PostayNox )/Da + Pix

Mpa= (tiyNox2yP2;z + tiyhoxPayNo; + thyPoxoybo, — tiyno oy Poy — tayo Poyinoy —
t1yP2o2y oy + N1ytox2yPoy + NiyboxPoyto; + NiyPaxtayo, — Miyto oy Poy — N1y Poytox —
— MyPaoyboy + D1ytouoyP2; + D1yNoyPoyts, + biyPostoyno, — DiytooyPox — D1ynoPoytox —
— b1yPostoyoy )/Da + Pay

Maa= ( t1ox00yP2, + t100xP2yN2; + t1P2x2y 027 — t1 00y Poy — t100,P2y oy —

— t1 P22y D2y + N1AoyooyP2z + NiA2Poyto; + NiPotoyhos — NitadooyPox — N1 Poytox —
— MPoA2 Doy + D1AoxoyP2; + D1N2Poyto; + D1 PoxtoyNe; — DitaoyPox — D12 Poytox —
— b1 P22y )/Da+ P1,

My =My =my3=0; Mmy=1.
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a nakoniecM _ (t) pre F;g (t)

My1= (txzy2z — tid Ay + Mty — Nudoddoy — BatoyNo, + bixdo oy )/ Dy
Mp1= (tayNoybo, — tiyno oy + Myt 2, — Naytodooy — Daytoyo, + bayto oy )/ Dy
Me1= (tiAoyo, — ti 0oy + NiAoyb2, — Nisto 0oy — BiAoyNo, + D120y )/ Dy
M2 = (—tix2xddzz + tixoox — Nuxtoxdzz + MdaAdex + Dixtoxzz — Dixto2x )/Dy
Mp2= ((—tayNoxdo, + t1yNoddox — Nytoxdo, + Nayto oy + Diytoxo, — Diytodoy )/Dy
Mg2= (=127 + L1 oA0ox — Mooz + N2k + Dioxoz — D1do ok )/ Dy
My3= (toN2xD2y — tixoyox + Nidtoxddoy — Nixtoybox — Dixtaxoy + Dixtayox )/Dy
Mp3= (tayNoxdzy — tayNoybox + Naytoxooy — Mytoybox — baytoxoy + Diytoynoy )/Dy
Ma3= (t1 ooy — ti Aoy 0ox + Mitoxddoy — Nitoyboy — Distoxpy + biAoyNoy )/ Dy
Mya= (—tr2xd2y P2z — t1x02xPoyno; — t1xPoxoybo, + t1xo A0y Pox + t1x02P2ynox +
+ t1xP22ybox — Mxtox2yP2z — NixdaxPoyto; — NixPaxtay2; + Nixto 2y Poy + N1xbo Poytoy +
+ NyPagoybox + DisdoxoyP2z + D1xoxPayto; + b1xPaxtoyno, — DixtadoyPox — D1xoPoytox —
— b1, Postoynoy )/Dp + Py
Mg = ((—toyNoxoy P2z — t1yb2xPayNo; — t1yPaxnaybo; + tiynaoay Pox + t1y02,Poynox +
+ t1yP2oyox — Nytox2y P2z — MiyboyPayto, — MayPoytoyo, + NiytodooyPox + Niylo Poytoy +
+ MyPaoyboy + DiytoxoyP2; + D1yNoyPoyts, + biyPostoyno, — biytooyPox — b1ynoPoytox —
b1yP2A2yN2,)/Dp + P1y
Maa= ((—t12:02yP2z — t102xP2yN2; — t1P2xay2, + t1 200y Py + t102,PoyNoy +
+ t1.P2 0005 — N1 A2 P2, — N1 A2, Poyto; — MPoxtoyz; + NiA20oyPox + N1 Poytoy +
+ MPoAoy Doy + D1AoxoyP2; + D1N2Poyto; + D1 PoxtoyNe; — DitaoyPox — D12 Poytox —
— b1 P2Aoynoy )/Dp + Py,
My = Myz = Myz = 0;Mys = 1.
Veta 3.6:NechP(t), Px(t), tOl su zosuladené parametrizacie dvoch kriviek. Potom
M. (1) = Fi()CF,. (t)™ aleboM . (t) = Fi(t)F,. ™
resp.M __ (t) = Fa(t)(F,. (t)™ aleboM _(t) = Fi(t)F,. ™
je maticova reprezentacia kéainia krivkyP,(t) po krivkeP,(t) zvnatra resp. zvonka.
Dokaz MaticaM (t) reprezentuje zobrazerdg, ktoré sfiia podmienky vety 3.5. Trans-

formuje Frenetov repér krivkiy,(t) v kazdom momenttll do Frenetovho repéra kriv-

ky P1(t), a teda ide o kot@nie krivky zvnutra. Analogicky aj pre kd@nie zvonka.

V priestore mame Styri typy kdidnia: dva typy kotiania zvnatra a dva typy

kotll'ania zvonka. Potom parametrické vyjadrenie krit(t), ktora vznikne pohybom
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bodu XOE® pri kottani krivky Pa(t) po krivke Py(t) zvnitra resp. zvonka, dostaneme

ako
P-()=M_(1)-X, (3.5a)
P ®=M_®" X, (3.5b)
P-()=M_(1)-X, (3.5¢)
P-(®=M_ ()X, (3.5d)

kde maticaX' reprezentuje body krivky vzniknutej pomocou Katidia a maticaX™ ob-
sahuje rozSirenglradnice kottaného bodu. Rovnako ako v rovine aj tu plati, Zgko

I'any bodX je viazany na kofiana krivkuPx(t).

Pozrime sa eSte na suvis medzi Kattim v rovine a kotanim v priestore. Zo-
berme si v priestore dve kriviiyi(t) a P,(t), ktoré lezia v jednej rovine. Ozfrae si
ju Tt Rovinartje ukena dvomi linearne nezavislymi vektormi a bodonghngl to vek-
tory ty(t), na(t) a bodP,(t). Majme pohybd,, tOl v zmysle definicie 3.1, potom mézeme

vyslovit' nasledujicu vetu.

Veta 3.7: Nech krivky P1(t) a P,(t), tOO maju zosuladené parametrizacie a lezia
v rovinett Potom plati

1. Kazdé zo Styroch koténi®; E®* - @, t0I zachovava rovinm

2.  Ohranienie kotliania®;, t{Jl na rovinurt je kotd'anim v rovinert

Dokaz

1. To, Ze zhodna's®; zobrazuje rovinut do seba v kazdom momernitel, vyplyva

Zo skut@nosti, Ze rovinat je ukena vektormita(t), ny(t) a bodomPy(t), ale tiez vek-
tormi ty(t), ny(t) a bodomPy(t). Zobrazenied; pod’a vety 3.2 zobrazuje vektoty(t),
n,(t) do vektorouv(t), ni(t) alebo A;(t) a bodP,(t) do boduPy(t). Preto platidy(m) = 1t

2. Definicia 3.1 kotlenia v priestore dpa podmienky kotfania v rovine poth defini-

cie 2.7 vynechanim podmienky (iii).
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Obr. 3.3 Krivka z prikladu 2.13 ako vysledok Obr. 3.4 Astroida ako vysledok kéafia
kotWania v priestore V priestore

Priklad 3.8: Zoberme si v priestore skrutkovicu a ki#jime po nej kruznicu
P1(t) = (acost, asint, bt), pretd t[0, 2m, a>0,b# 0

Po(t) = [r co{—“azrbzt], r sir{—“az:bzt],O] pretK0, 211—“az+b2 ).

r

Vidime, Ze podmienka zosuladenych parametrizaati pledaP:(t)| = |P2(t)| pre vSet-
ky tOl.
Vypocitame vektoryt;(t), ni(t), ba(t) ata(t), na(t), bo(t)

t1(t)=[_a5int acost b ]tz(t):[-sm[ a2+b2t],co{va2+b2t],0]
r

x/a2+b2 ’\/a2+b2 '\/a2+b2

bsint —bcost a
\/a2+b2 ’Ja2+b2 '\/a2+b2

na(t) = (- cos — Sirt, 0)  ny(t) :{-CO{V a’ +b’ t}—si Jal b t],OJ-

bl(t) = [ ] bZ(t) = (O’ 01 1)

r

Potom
—asint bsint
— —-co%t ——— acost
a2 +b2 [aZ +b2
_acost —-sint —_bCOSt asint
Fi) =| Va2 +b? Ja? +b?
by a2
[a2 +b2 [a2 +b2
0 0 0 1
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[ 2 2 / 2 2 / 2 2
—sin[ a’+b J co{ a’+b J 0 rco{a—ertJ
r r r
B [,2 2 2 2 2 2
Fzs(t): CO{a—-*-btJ _Sin[a—-l-btJ O rsin[a—-l-btJ
r r r
0 0 1 0
0 0 0 1

m, m, m; My,
my, My My My

M2 (1) =
m; m, mg m,

My = asint sin 612+b2t + costco aZerzt
N1— -
va® +b’ r r
acost Ja? +b? . a’+b?
+ sintcog ————t
r

-sin ——t

b va* +b’

-sin ——t

Mg = ——
' vaZ+b? r
_ —asint a® +b? [ +a*+b?
M= co t | + cogsin ———t
Ja? +b? r r

_acost . [+a®+Db? . [+a*+b?
Mpo = sin t |+ sintsin ————t
Ja+b? r r

[ A2 2
Mgy = b cog 2 *b t
Ja? +b? r

Thaz bsint Mha= —-bcost Maa= a
13— ~——— 3= T Y/ 3= r—/——

va®+b? va’+b? va’+b?
Mg = (@—r)cost mpy = (@—r)sint mgg = bt

Ma1 =Ma2 =My3=0; NMua= 1.
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Potom prd’ubovd’ny bod &, vy, z1)
H 2 2 2 2
Pax = asint sin[ a’+b t] X + cost co{—a +b t]x +
va® +b? r r

—asint a’ +b? [ va? +b?
+ co t |y + costsin ————t |y +
Ja+b? r r

bsint

+
Ja?+b?
[ 2 2 2
Py = ——— acodt [ r{ a’+b ]Jx+sintco{—a *b t}x+
r

acost . [+a®+b? .. [Ja®+b?
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Obr. 3.5 Kotdanie v priestore kruznice po skrutkovici, 2ra=4,b =1
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KotW/anie kriviek v priestore

Na zaver si eSte ukazme ni€ko kriviek, ktoré vznikli kotlianim dvoch kriviek

po sebe v priestore.

Obr. 3.6 Kotdanie zvnutra poth (3.5a) fixna Obr. 3.7 Kotdanie zvnutra poth (3.5a) fixna
skrutkovica s parametramja 4, by = 0.4 kot(-  skrutkovica s parametrami a 4, Iy = 1, kotfana
lana kruznica = 1, kot@any bod(1, 0, 0) skrutkovica s parametrami& 2, b= 0.3

kotWWany bod(2, 0, 0)

Obr. 3.8 Kotianie zvonka pal (3.5¢) fixna Obr. 3.9 Kotdanie zvonka pdi (3.5¢),fixna
skrutkovica s parametrami a 4, by = 1, kot@ana skrutkovica s parametrami a 4,b = 1, kotlW/ana
skrutkovica s parametramia 2, b= 0.3 retazovk,a} s parametroma 10,
kot@any bod(3, 0, 0) kotWany bod(0, 10, 0)
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4 Vizualizacia

Ciel'om softvérového diela je spravne zobtdaiivku, ktora vznikne kotfanim
jednej krivky po druhej. Aplikacia bola vytvorenaMicrosoft Visual Basic 6.0
s vyuzitim kniznice OpenGL. Program unioje rotova okolo osi, voli fixnu
a kotd’anu krivku, meni ich parametre, ako aj mé&niyp zobrazenia. Dolezitéasti
algoritmu ako aj prostredia si opiSeme v nasleddijitastiach.

4.1 Pouzivate I'ské prostredie

B Kotilanie kriviek

Koniec  Fixné krivka  kobdl'and krivka Bod 30 Typkotdlania  Pohl'ad  kotdlsj Mowé kobdlanie  Stop Rychlost animacie  Mapoveda

Obr. 4.1Pouzivatiské prostredie

Po spusteni aplikacie sa pouzivate v okne zobrazia preddefinované dve kriv-
ky, ktoré chceme kotat’. Su to dve skrutkovice s parametraars 4,b = 1 pre fixnu
krivku aa = 2,b = 0.4 pre kotilanu krivku. OZka kot&anej krivky zavisi od i&ky fix-
nej krivky, kal’ze chceme aby ich parametrizacie boli zosuladevderé je kotila-
nie zvonka.
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Vizualizacia

Pouzivaté si nat@enie kamery voli pomocou mysi. Pri drzani pravéb¢idla
mysSi rotuje okolo pdiatku suradnicovej sustavy scény, tym uiigé praktickyl'ubo-
vol'ny uhol poliiadu na scénu. Pri drzdid@veho tlgidla sa meni priblizenie kamery.
Na hornom listovom menu mame ni€ko ponuk, ktoré si teraz popiSeme blizSie:
~Koniec" — ukorti aplikaciu.
~Fixna krivka" — otvori sa okno s moznamsi vd’by fixnej krivky a nastavenia jej para-
metrov. NavySe pri skrutkovici umiije nastavi patet jej zavitov resp. idku interva-
lu na ktorom sa vykrésje. V pripade, k& b = 0 dostavame kruznicu, vtedydad zavi-
tov nastavuje ptet obehnuti kotianej krivky po kruznici. Interval moZzno nast&j
pri zvoleni ostatnych fixnych kriviek. Fixnatiazovka je posunuta tak, abycazala
v pctiatku suradnicovej sustavy. Kazdé okno sa zapwostlaeni ,Zatvor okno“.
.Kotul'ana krivka“ — otvori sa okno s moziios vd’by kotl'anej krivky a nastavenie
jej parametrov.

,B0od 3D" — v zobrazenom okne umozni nasfasiiradnice nasho kd@ného bodu. Su
to suradnice vZtadom na kotianu krivku.

»TYyp kotllania“ — vybratim z ponuky sa uskaid jeden zo Styroch typov kdignia
uvedenych v tretej kapitole.

.Pohrad" — pouzivatési méze zvoli poi’ad zI'ubovd’nej osi. NavySe poskytuje Hou
bud’ ortogonalnej, alebo perspektivnej projekcie.

.Koturlaj* — spusti kotlianie a zablokuje nastavovanie parametro¥pudkotd’aného
bodu, typ kotliania.

.Nové kotlranie" — umozni nastatinovy pohyb, nové nastavenie parametrov, kotl
ny bod a aj novy typ kot@ania.

,Stoj" — zastavi stasné kotlianie, ktoré mozno spustopatovne po stteni kotd'aj.
»Rychlog” animacie“ — nastavi spomalenie animacie.

.Napoveda“ — kratke informéacie o ovladani aplikacie

4.2 Realizacia kotu Fania kriviek

Délezite, pre spravne kdtanie oboch kriviek, je maich zosuladené parametri-
zéacie. Potrebujeme, aby sa pri procese liatia neprelzavali, inymi slovami chceme
aby prejdeny Usek bol rovnaky na oboch krivkachis&me si délezité premenné
a procedury, ktoré pouzivame na spravne vyknemie kotlianych kriviek.
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Vizualizacia

Funkcie a premenné v programe by sme mohli rozdiginiekdkych skupin.
Prvacag’ zabezpéuje vypaty a geometriu zahrnuta v tretej kapitole. Druta za-
bezpeéuje anim&nd stranku pohybu. Tretisag’ slGZi na spravnu interakciu medzi pou-

Zivatdom a aplikaciou.

Kedze pracujeme v trojrozmernom priestore, potrebujemeglizova’ kniznicu
OpenGl. Zabezp@me to pomocou funkcie Initialize. Spustenie Oper@rograme je

prebraté z [9] a vloZzené do funkcie Initialize.

Function Initialize() As Boolean

Initialize = True
End Function

Najviac pozornosti si zaslUzi hlavna procedura Fdroad. V nej sa v slike
opakuju vSetky hlavné podprogramy na kresleniedjixkrivky, vypciitanie matice,
vykreslenie novovzniknutej krivky a anigreac¢ags’. Na zd&iatku sa nastavia g@atocné
hodnoty premennych a vidlileog’ jednotlivych komponentov. V stke sa opakuju
v3etky dolezité podprogramy.i¥ku fixnej krivky, konkrétne skrutkovice, si vierfiah-
ko vypcaiitat. Ak si predstavime, Ze skrutkovica je namotan@la&’ valca, tak ju vie-
me ,rozvin@™ do roviny. Rozvinutim vznikne Ugka. T& je rdznobezna s osou x. Ta-
kymto rozvinutim dostaneme pravouhly trojuholnikngho dZku Gseéky vypositame
l'ahko z Pytagorovej vety. Cely proces nam slizinanodhad definovania intervalu
na vykre$ovanie, kd'ze vsetky krivky su v prirodzenych parametrizaciaBtotom
vieme skrutkovicu vykrdeva’ srbznym poétom zavitov. Na lepSiu predstavu
slazi Obr. 4.2.

1 Kotulanie po skrutkovici
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zavityl * 2rn*polomerl

Obr. 4.2 Vlastnasskrutkovice
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Vizualizacia

Takto ziskany interval duje dzky vSetkych kriviek v programe.

Private Sub Form_Load()
Framel.Visible = False

Frame?7.Visible = False
vyskal = 1: polomerl = 0.4: zavityl = 1

postup = -2: krok = 0: rychlost_animacie = 0
If binUnload Then Exit Sub
Initialize

Do Until biInUnload
DoEvents
If biInUnload Then Exit Do
If Me.Width < 10755 Then Me.Width = 10755
If Me.Height < 9150 Then Me.Height = 9150
dizkal_rovina = zavityl * 2 * pi * polomerl
dizka_krivkyl = Sqr((b * 2 * pi) » 2 + dlzkal rovina ” 2)
a = polomerl: aa = polomer2
b =vyskal/ 10
bb = vyska2 / 10
pOzX = Sur_X: pozy = SUr_y: pozz = sur_z
If pohyb Then
If -2 < postup And postup < koniec2 * zavityl Then
postup = postup + krok
End If
glClear GL_COLOR_BUFFER_BIT Or GL_DEPTH_BUFFER_BIT
Suradnice
glColor3f 0.8, 0.8, 0.8
krivka
matica
ruleta
If postup > -1 Then
animacia
If postup = 1 Then Sleep 250
Else
krivka2
End If
SwapBuffers Me.hDC
End If
Loop
End
End Sub

Procedura matica vypiaa krivku vzniknutda kottlanim jednej krivky po druhej.
VSetky premenné su v sulade so vzorcami (1.3)) @ vkorcami (3.5a), (3.5b), (3.5¢),
(3.5d) pre vypoet krivky. Pole ,vysledok0-3(j)“ je globalna prem# a uchovava in-
formacie o suradniciach vyslednej krivky pre kahdalnotu premennej ktora vykres-

I'ujeme v procedure ruleta.

52



Vizualizacia

Public Sub matica()

For j =0 To koniec2 * zavityl
If fixna_krivka = 3 Or kotulana_krivka = 3 Then
i=(+1) *pi/180
Else
i = (j - koniec2 * zavityl / 2) * pi/ 180
End If
vysledokO(j) = m(j, 0) * pozx + m(j, 4) * pozy + m(j, 8) * pozz + m(j, 12) * pozw
vysledok1(j) = m(j, 1) * pozx + m(j, 5) * pozy + m(j, 9) * pozz + m(j, 13) * pozw
vysledok2(j) = m(j, 2) * pozx + m(j, 6) * pozy + m(j, 10) * pozz + m(j, 14) * pozw
vysledok3(j) = m(j, 3) * pozx + m(j, 7) * pozy + m(j, 11) * pozz + m(j, 15) * pozw
Next j
End Sub

Public Sub ruleta()
Dim i As Integer
glLineWidth (3)
glColor3f 0, 0, 0.8
glPushMatrix

glBegin GL_LINE_STRIP
For i =0 To postup
glVertex4f vysledokO(i), vysledok1(i), vysledok2(i), vysledok3(i)
Next i

glEnd

glPopMatrix
End Sub

Na anim&nu ¢ag’ pohybu po skrutkovici sme op&yuzili matice. Procedudra

vypcita maticu, ktord v kazdom momente posuva celuklritak, aby sa dotykali

v jednom bode a mali ’tom spol@né vektory normaly, binormaly a dotykové vektory.

Tato skut@nog’ vyuzZijeme na anint@l ¢ag’. Celu maticu uchovavame v poli. Potom

pre kazdym momerty maticeM z (3.5a), (3.5b), (3.5¢), (3.5d) vykreslime celivku,
ktor( kotd'ame. Spolu #ou vykreslime aj kotiany bod a bod dotyku.

Public Sub animacia()
Dim j, sk As Integer
Dim vysledokx(1210), vysledoky(1210), vysledokz(1210), vysledokw(1210)
j = postup
glLineWidth (2)
glColor3f 0.8, 0, 0
glPushMatrix

glBegin GL_LINE_STRIP
For sk = 0 To koniec2 * zavityl
vysledokx(sk) = m(j, 0) * P2x(sk) + m(j, 4) * P2y(sk) + m(j, 8) * P2z(sk) + m(j, 12)
vysledoky(sk) = m(j, 1) * P2x(sk) + m(j, 5) * P2y(sk) + m(j, 9) * P2z(sk) + m(j, 13)
vysledokz(sk) = m(j, 2) * P2x(sk) + m(j, 6) * P2y(sk) + m(j, 10) * P2z(sk) + m(j, 14)
vysledokw(sk) = m(j, 3) * P2x(sk) + m(j, 7) * P2y(sk) + m(j, 11) * P2z(sk) + m(j, 15)
glVertex4f vysledokx(sk), vysledoky(sk), vysledokz(sk), vysledokw(sk)
Next sk
glEnd
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Vizualizacia

glPopMatrix
glColor3f 0.8, 0.8, 0.8
glPushMatrix
glBegin GL_POINTS
glPointSize (4)
If fixna_krivka = 2 Then
glVertex3f P1x(j), P1y(j) — aa2, P1z(j)
Else
glVertex3f P1x(j), P1y(j), P1z(j)
End If
glEnd
glPopMatrix
glColor3f 0, 0, 0.8
glPushMatrix

glPointSize (5)
glBegin GL_POINTS
vysledokx(j) = m(j, 0) * pozx + m(j, 4) * pozy + m(j, 8) * pozz + m(j, 12)
vysledoky(j) = m(j, 1) * pozx + m(j, 5) * pozy + m(j, 9) * pozz + m(j, 13)
vysledokz(j) = m(j, 2) * pozx + m(j, 6) * pozy + m(j, 10) * pozz + m(j, 14)
vysledokw(j) = m(j, 3) * pozx + m(j, 7) * pozy + m(j, 11) * pozz + m(j, 15)
glVertex4f vysledokx(j), vysledoky(j), vysledokz(j), vysledokw(j)
glEnd
glPopMatrix
glLineWidth (1)
Sleep rychlost_animacie
End Sub

Procedura display zabezpge korektné nastavenie d@udu na scénu. Voli pro-
jekciu, v akej sa ma scéna vyobrazovohyb v scéne si predstavme ako pohyb
po guli, ktorej stred je stredom v sUradnej sustsadny. Z kazdej pozicie sa pozerame
na stred scény. Spolu s proceddrami na ovladan#& mapezp&uju rotaciu a priblizo-

vanie v scéne.

Public Sub display()
glViewport 0, 0, Me.ScaleWidth, Me.ScaleHeight
glMatrixMode GL_PROJECTION
glLoadldentity
If ort Then
glOrtho -1.5-t, 1.5 + t, -1.5 * Me.ScaleHeight / Me.ScaleWidth - t, 1.5 * Me.ScaleHeight /
Me.ScaleWidth + t, -100, 100
Else
gluPerspective 30, Me.ScaleWidth / Me.ScaleHeight, 1, 100
End If
glMatrixMode GL_MODELVIEW
glLoadldentity
XX = r * Cos(angle2) * Cos(angle)
yy = r * Cos(angle2) * Sin(angle)
zz =r * Sin(angle2)
If (zz <= 0) Then cam = -1
If (zz>0) Then cam =1
If (angle2 <= pi/2) And (angle2 >=-pi/ 2) Then cam2 =1
Else: cam2 =-1
End If
gluLookAt -xx, -yy, zz, 0, 0, 0, 0, 0, cam2
End Sub
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Vizualizacia

Premennéngle angle2 r at sa menia pri manipulacii s mySou. Zmenou para-
metrov sa nastavi novy pkdd scény. Premenndje polomer gule. Pri zmenSova-
ni alebo zvé&Sovani sa v scéne priblizujeme alebd’athjeme. Premennéama rovnaky
vyznam, meni Sirku zaberu okna v ortogonalnej prdjeZmenou parametra mame

dojem zv@&Sovania a zmenSovania gaku scény.

Ak chceme dostakotilanie dvoch rovinnych kriviek, k&e re&azovka je ro-
vinna krivka, st&i si zvolit vySku skrutkovice nulovd. Tym dostaneme Kkruznicu.
Potom pri poliade zo z-ovej osi mdme kdahnie v rovine xy pre kruznice ateezovky.

Tymto postupom sa dopracujeme k obrazkom, ktorémounéili v druhej kapitole.

Ostatné procedury, ktoré mézeme tidjprograme, slizia na spravnu interakciu

medzi pouZivateom a aplikaciou.
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Zaver

Diplomova praca sa venovala kbainiu jednej pohyblivej krivky po druhej fix-
nej krivke a krivkam, ktoré vznikli tymto pohybor¥.teoretickej¢asti (druha a tretia
kapitola) sme dokazalaké podmienky musia krivky Bfat’ pre tento pohyb a ukéazali
jeho vlastnosti. Druha kapitola priniesla novy fus ku kotdaniu v rovine, ktorého
tedriu sme rozsSirili do priestoru v tretej kapitodovy polfad na kotillanie pomocou
zhodnosti spolu so stoticdvanim jednotkovych vektorov v kazdom momente kyisk
javi ako prijatény. Napriek tomu ma svoje obmedzenia na inflexnéyba fadanie
zosuladenych parametrizacii. Vysledky v rovine afgk tymto pristupom suU rovnaké
ako priklady v dostupnej literatire od Ruttera [@fpsona [4] a KuZ@ [6]. Na porov-
nanie sme priniesli aj ich obrazky, ktoré su uvedenlruhej kapitole. Maticoveé vyjad-
renie kotliania v rovine a najma v priestore bol hlavny geace. Softvérova aplikacia,
ktord sme opisali v Stvrtej kapitole, mala za'den ukazé, Zze dany pristup je vhodny.
Pri tvorbe programu bolo délezité splmpotrebné podmienky z teoretick&gsti. To sa
podarilo. Vysledkom prace je plnohodnotna teériftikania jednej krivky po druhej
vrovine a v priestore spolu s praktickymi ukazkamavySe naSe rieSenie vypo
a zobrazenia kof@ania v priestore obsahuje kdainie v rovine ako Specialny pripad,

¢o umoznilo tvorbu niektorych ilusttaych obrazkov z druhej kapitoly.

Koturanie kriviek v geometrii je rozsiahla téma. V praaiako najuési problém
javi zosuladenie parametrizacii kriviek. To sinagis Hadanim prirodzenej parametri-
z&cie kriviek. N4jg prirodzenu parametrizaciu nie je vobec jednoduéhéto k tomu
moéZeme pristapi aproximativne ako v praci od Kuze[5]. Dalsia praca by sa mohla
zaoberé spominanou problematikou a rozSid do priestoru, alebo by sa rozSirila teo-
ria kotd’ania kriviek o kotlianie krivky po ploche, pripadne plochy po ploche.

Z doteraz napisanej teérie by sa jednalo o priad@ldechy.

Za ve’'mi vhodné by som pokladal aj n@jprakticki vyuZziténog’ tejto proble-
matiky. Do uvahy by mohli priskonstrukcie mechanizmov s vyuzitym v zabavnom
priemysle, vyroba talizmanov alebo vytvaranie maayych vzorov v umeleckej oblas-

ti ako v¢lanku od Harrisonovej [10].
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